Comment réduire les vibrations ceox

Le son est piloté depuis la barre en bas de I'écran.

Cours 3:
Contréle des
vibrations

passive frame

maotor
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Les différentes sections o

et PLAN DU COURS 3

Controle des
vibrations
0 Position du probleme
@ Cas de la dimension finie
@ Loptimalité sans contrainte

e La méthode des développements asymptotiques a priori
@ Calcul de u° dans le cas contrélable
@ Cas avec contraintes

e Cas des milieux continus
@ Cas d’'une membrane
@ Caractérisation des complétés Vi
@ A propos des pastilles piezo
@ Un probléme de contr6le couplé fluides-structures

Q acms
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Cas de la dimension finie o

Cours 3:
Contréle des

vibrations On considére le systéme différentiel dans RV ;
u e L3(]0, T[;RY), J < N est le contréle :

Le cadre du controle optimal

Cas de la dimension finie ‘MX+ CXJr KX = F + Bu, X(O) — X X(O) _ X1~‘

On souhaite (par exemple) ramener I'état X au repos a l'instant T et
avec un codt limité. Le probleme de contréle optimal consiste a :

VEUg 2

L [(DX(T).X(T))n + (EX(T).X(T))N+E/T\v(t)th] =J(v).
0

Lensemble des controles admissibles noté (onac; = oo cas sans contraintes) .
Uag = {v = {vi} € L*(0, TLRY), || < ¢}
M, D, E matrices sym. >0 et F € RN, B e M(R’;RV).
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Loptimalité sans contrainte s

Cours 3: Calcul du gradient

Co_ntrolg des La fonctionnelle & minimiser est strictement convexe et de classe C'.
vibrations On note :

X' i X(w+1v) = X()

n—0 n
X' est indépendant de u et solution de :
MX' + X' + Kx' = Bv, X'(0) =0, X'(0) = 0.
Utilisation de I'état adjoint
Soit P € C3([0, T]; RV) solution de : MP —CP +'KP = 0.0On a:

Loptimalité sans contrainte

(IMX'(T) 4+ CX (T)].P(T))n — (MX"(T).P(T))n = /0 (Bv.P)n,

Si MP(T) = EX(T), —MP(T) +'CP(T) = DX(T) =>
optimalité

G (u)(v) = /OT([tBP-l-su].v)J, G*(u) ='BP + cu => G*(u) = 0!
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La méthode des développements
asymptotiques s

Cours 3:
Contréle des
vibrations La résolution du pb de contble optimal (¢ # 0) est complexe : gradient
conjugué préconditionné . . .quelques difficultés numériques. . .
On pose :

On introduit formellement un D.A. a priori

P =Py eP' ..
vw=uw+eu +...

La méthode des
développements
asymptotiques a priori

{ X=X4eX"+...,

Conditions pour avoir P° = 0 (=> contrdlabilité exacte )

BP® =0, MP®° —'CP° +'KP® = 0, + cond. finales.
Si la matrice de contrélabilité (Bellman CihEsimaa™) est réguliere alors
P° =0.Dou: X°(T) = X(T) =0.
Ex1:N=2; M= l;, C=0K = diag(&), 'B= (1,0) non
contrélable.
Ex. 2 : idem mais C ='(0,1) ® (1,0) contrdlable si & # 0. (B
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Ca|CU| de UO Retour

Cours 3:

Contrdle des : ; X 5
vibrations On introduit le champs virtuel Q de I'état adjoint a I'ordre 1 :

Condition nécessaire sur P!

Vod = (Qu, 01)'6 R2V ) '
et Q(0) = Qv, Q(0) = @1, MQ —-'CQ+'KQ = 0.

On multiplie '’équation satisfaite par X° par Q et on obtient :

Galcul de u° dans le cas
contrélable

.
A(®, 56) = /O ((BP').('BQ))s = (MX: + CXo.Qo)n — (Xo.Q4)w

La forme bilinéaire est clairement symétrique et définie positive (s'’il y
a controlabilité). Une fois P! trouvé on a : u° = —'BP!

Remarque (Contréle partiel)

Si les matrices E et F ont des noyaux # {0} il faut remplacer les
conditions initiales de P! par des conditions finales.
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Ug est bien un contrble exact o

Cours 3:
Contréle des Il Condition suffisante sur P!

vibrations Inversement P" et donc u° sont tels que (calcul inverse sans utiliser
X°(T) = X(T) = 0) :

Vb = (Qo, Q1) e RV :
et Q solution de MQ —'CQ +'KQ = 0, Q(0) = Qv, Q(0) = Qi,

Caloul de u° dans e cas on obtient :

contrélable

([=MX°(T) + CX°(T)).Q(T))w + (MX°(T).Q(T))n = O.

Or l'application (Qo, Q1) — (Q(T), Q(T)) est une bijection de R?V
(preuve classique). D’ou :

X(T)=X%T)=o0.

Le contrble ainsi caractérisé est donc bien exact.
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RégUIarité de UO Retour

Cours 3:
Contréle des
vibrations

u® = —'BP" ou P! est solution d’'une EDO & coefficients constants

Le terme P' est donc C*°([0, T]), ce qui est & la fois un avantage et un
handicap ! En fait s’il y avait des bornes sur 'amplitude du contréle, on
aurait des pertes de régularité (contréle bang-bang) qui s’assimile a
des chocs. Nous étudions cet aspect plus loin.

Galcul de u° dans le cas
contrélable

Compromis dans la cas avec contrainte

Supposons que le contréle u = {u;} doive vérifier : |u;| < ¢;. Une
approche possible est de poser :

~0 . 0
U" = Proji_g, ¢1(U").

Cependant cette possibilité ne fonctionne pas toujours dans le cas
d’instabilités. Voir cours sur le non linéaire.
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Propriété de Tychonov de u° w.

Cours 3: Notons Uex I'ensemble des contrdles exacts pour des conditions

SRR initiales données qui sont dans Pespace [L2(]0, T[)]".
vibrations

On remarque alors que si on note X = X(v) — X(u°) (différence de
deux solutions avec deux contrdle exacts : v € Uey et u° solution
calculée précédemment), on obtient la suite de relations suivantes :

T T
Caloul de u° dans e cas / (V — UO,UO)J == / (IBP1 V= UO)J
0 0

contrélable
T

_ / (MX.P') + (CX.P Y + (KK.P' ) = 0.

Par conséquent, u° est I'unique élément solution de :
T

min / lv[2.

vEUex Jq
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Résultat de convergence de u° vers U0 .

Cours 3: Puisque u° est exact :
Contréle des

vibrations JU(UF) < (W) = %I|U0||]20,T[>
mais aussi :

IXE (DR + IXE(TIIF < el
Dot : u¥ — u* dans [L2(]0, T[)]’-faible, X' (T) — 0, X='(T) — 0.

2
|O,]O,T[-

Galcul de u° dans le cas
contrélable

/ ’
E ! 2 !’ ’ E O 2
§||U6 600,77 S J° (u°) < §||U I[0.30,77;

La semi-continuité inférieure des fonctions convexes =>
|18 10,71 < 1115 j0,7> d"apres Tychonov u* = u’=> toute la suite u*
converge faiblement vers u°. De :

T T
1o =1 o, = / 02— 205 00+ WP < 2/ W (=) =0 0
0 0
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Cours 3:
Contréle des
vibrations

Galcul de u° dans le cas
contrélable

Variantes pour concentrer le contréle s

Pour concentrer a I'origine, on pose par exemple (£ > 0) :

2 1 : e [T
() = FUXDy -+ IXDIE} + 5 [ v

On obtient :
WO =—('B.Pe !

ol P! est solution de :
MP' —'CP' +'KP" = 0, P'(0) = &, P'(0) = ¢4,

et & = (g, ;) € RN est solution de I'équation de Gram avec cette
fois :

=
AP, 5d) = / e **!('BP' 'BQ),,
0

avec Q solution de :

MQ -'CQ+'KQ =0, Q(0) = Qo, Q= Qi, §¢ = (Qv, Q).

6@6 11/22



var ocgs=host.getOCGs(host.pageNum);for(var i=0;i<ocgs.length;i++){if(ocgs[i].name=='MediaPlayButton10'){ocgs[i].state=false;}}


null

110.29193


Exemple 1D (contrdle de phase) o

Cours 3:
Contrdle des On considére le cas d’'une équation scalaire :

vibrations

X + w?x = bu, x(0) = Xo, X(0) = Xy.

Danscecas J =1, N = 1. La matrice G associée a la forme
bilinéaire A et le vecteur second membre L sont :

sin(2wT) 1
) — (1 - cos(2wT
cc:n\ti‘g;:‘ dans le cas G T T+ 2wT Twz( COS( L )) . ( X1)
:E ) — _Xo
1 1 sin(2wT)
Tz meose) 550 = =507

SiT= 2r la matrice G est diagonale. Il faut aussi étre prudent car le

w
contréle est a la fréquence de résonance.
On pourra regarder les résultats avec le petit programme matlab
Ci-joint pour différents choix de T : ( Prog. matlab contréle ( Quelques résuliats
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La méthode la plus utilisée dans l'industrie o

Cours 3:
Contréle des

vibrations X+ w?x = u, x(0) = X0, Xx(0) = xy,

On reprend le modele 1D :

et on pose :

‘ u = —c signe(X). ‘

Le trajectoires sont des arcs d’ellipses qui aboutissent sur la segment
: c ¢
Calu do i cans o cas de I'axe des x : [-—, —]. Pour permetire de se rapprocher de
Coriro b e 2w
I'origine on peut diminuer ¢ au cours du temps.

Par exemple :

c(t) = e !

Prog. matlab Airbus Q & Avec décroissance de ¢
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Prise en compte de contraintes sur le

controle o

Cours 3: On aposé : Uag = {v € [L*(10, TN}, uk| < cx}, et:
Contréle des 1 . , T
vibrations Pk [|X(T)| +IX(T)I" + 3/0 vl }
La relation d’optimalité est une inéquation :

_
U € Uad, YV € Usg, / (BP* + cuf).(v— uF) > 0
J0

ou P¢ et X° sont toujours solution des mémes équations. Or u® est
SO bornée dans [L?(]0, T[)] idem de X* et P<. 3 des sous-suites qui
convergent vers u*, X*, P*. Il y a deux cas (on suppose controlable) :

@ 50it Juexact € Uag et U™ est le contrdle exact minimal dans Uag
@ soit il n’existe pas de contrdle exact dans U,y et dans ce cas :

presque tout t, u"(t) = min ('‘BP*(t).v),
vEUad

Le contrble est bang-bang. Le temps minimal correspond au
basculement entre ces deux situations (exo).
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Passage au continu o

Cours 3: Le modéle support (J.L. Lions)
Controle des

vibrations

b2 0
871‘5 — PAy = vxo, y € Hy(Q),y(0, ) =y € V, 8—};(0, )=y € H.

On introduit le probléme de contréle optimal :

- 1[/(y(x, 72+ (Y (x, T)2+E/T/ VA (x, o]
ver2(ox1o,m 2 L Jq ot o Jo

Cas d'une membrane

Ce qu'’il faut montrer :

La démarche est la méme qu’en dimension finie, sauf sur un point
(essentiel et difficile) : 'étude de A. On doit montrer que /A(.,.)
définit une norme sur I'espace V' x H et caractériser V qui est le
complété de V x H pour cette norme. Par dualité, on caractérise
ensuite les conditions initiales (o, 1) contrélables.
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Caractérisation des complétés Vi o

Cours 3: On a dans I'exemple précédent :

Contréle des

T 2 1
vibrations NP, D) :/ / |p' Pdxdt > 0, aag — c®Ap' =0, dans Qx]0, T,

0 (@]
p' = 0sur dQx]0, T[, p'(x,0) = &y, p'(x,0) = &4 dans Q.

On doit construire le complété de I'espace V x H vis-a-vis de A

C’est un probleme difficile. JL Lions a donné une solution lorsque le
contréle porte sur la frontiere de Q en utilisant un invariant
énergétique proposé par C. Morawetz. Il y a un temps minimum de
contréle (2 fois le plus long rayon). On peut étendre... (Exemples

Un exemple simple classique est celui d’'une structure 1D (cordes,
CaracereRiongee poutres...) ou le contréle est localisé sur un sous-ouvert ]a, b[. Dans

ce cas (corde) : Va = L3(]0, L[) x H7'(]0, L]).

Le controle exact est u® = —p'xo € L%(]a, b[x]0, T[) et on contrdle
toutes données initiales (yo, y1) € H3(]0, L[) x L2(]0, L[). On peut
prendre en compte des seconds membres.
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A propos des pastilles piezo-électriques
6 % 0 Retour

Cours 3:
Contréle des

vibrations Un pastille piezoélectrique a un double fonctionnement. Une D.P.
implique une déformation et réciproquement. Considérons une plaque
mince sur laquelle on a collé une telle pastille sur laquelle on applique
une tension électrique V. La fleche u(x, t) est solution de (h.s est le
tenseur symétrique de piezoélectricité. Il est constant sur la pastille ; k
est un coefficieznt fonction de I'épaisseur de la pastille :

o°u
2sgﬁ + DA?U = Kkaphap VXwp, €w + Cl+ CL

Description ; on utilise Euler-Bernoulli pour simplifier...

La FV. est alors : Vv € H3(w) |
A propos des pastilles piezo 0 M" ‘

X1

I<<L

2
/259%“/ DB UdapV = Vk/ PopOasV = VK | Rapradsv.

P dwp
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Différents montages de pastilles .

On se place dans le cas de piezo. mono-orienté : hag = h11641051.
Puis on note : x, = +f(xy) I'’équation de la forme de la pastille. On a :

b
/(V) :/ haﬁaaﬁv = 2h11/ f(X1)811V.
wp a

La pastille rectangle

moment | 1o moment L
0 VS TN

Cours 3:
Contréle des
vibrations

» X]

a b

f=F, I(v)= 2h11F[81 v(b) — & v(a)].

La pastille triangle
moment ’-k force
- x

0 <) L

%_)2 . 1(v) = 2h Fv(b) — 91 v(a)].

A propos des pastilles piezo

f=F

G @ 6 18/22



var ocgs=host.getOCGs(host.pageNum);for(var i=0;i<ocgs.length;i++){if(ocgs[i].name=='MediaPlayButton17'){ocgs[i].state=false;}}


null

167.89755


Différents montages de pastilles suite... aon

Cours 3: La pastille ravioli

Contréle des
vibrations

It

0

a b cffort réparti
X1

f= Fxi—a)2(xi—b)?, I(v) = 4hus F / (61— @)% +4x1 (3 — )+t v ().

La pastille amande

I |-

o | i d | *

A propos des pastilles piezo

v v .
f=F(xi—a)(xi—b), I(v)= 2h11F[/b2v(x1)—(b—a)(v(b)+v(a))].
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Différents montages de pastilles suite... aon

Cours 3: La pastille papillon (a = b)

Contréle des

/
vibrations _°+>—‘—<F—'—> u I(v) = —2hy1 Fv(a).
( ¢ J

piezo2 potentiel V, pico3  polenticl V;

piczol potentiel Vy

La pastille bonbon
AR A // £

Remarque (Difficultés concernant la contrblabilité)

Papillon => contréle est ponctuel au point x; = a. Si ¢’est un nceud
d’'un mode le contréle n’agit pas possible .

Bonbon=> les modes symétriques sur [a, b] ne sont pas contrélés.
Combinaisons de toutes ces pastilles et avec des pastilles isotropes :

hap = héag.

A propos des pastilles piezo
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Un bateau avec vitesse d’avance s

Cours 3:
Contréle des

vibrations Contréle fluide-structure avec vitesse d’avance

On reprend le modele a I'ordre 1 (perturbations) du cours 2 mais avec
un contréle de pilonnement avec vagues; (V = H'(Q) par exemple) :

M2+@[|S|+gd1]z+g/ [a—‘P+Ua£](ez- )_QU ACz(a),

3@
Vap €V, Q/ 0 L oyde p2¢ ¢+g/v.w=
o axot ox2 Y

e+ 5

Ju.

Un probléme de controle
couplé fluides-structures Rappel sur le modéle Prog Visu
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Questionnaire d’assimilation s

Cours 3: Répondez aux questions et

Co.ntrél.e des vérifiez votre score.
vibrations

Batiment d’habitation

81 1 L )

Un phare apporte la lumiére et permet de se repé-

rer dans une mer parfois trés agitée et recouverte

de brouillard.

Evitez de regarder les réponses trop vite !

QOO
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